POLIBA – DIPARTIMENTO  DICATECH – FACOLTA’ DI  INGEGNERIA EDILE 
APPELLO DI GEOMETRIA 
Data: 20 aprile 2016

Traccia n. 2
COGNOME:_______________________ NOME:__________________ 
Matr.:________________

Q1) Dare la definizione di autovalore e di autovettore di una matrice quadrata A.

Q2) Date le matrici

[image: image1.emf]








A = 1 - 1 0 0 1 1 æ è ç ö ø ÷ , B = 1 1 0 1 1 0 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ , C = 2 - 2 - 1 1 æ è ç ö ø ÷


calcolare la matrice [image: image2.emf]A-B+C’









A × B + C T

.

Q3) Dopo aver verificato che [image: image3.emf]B={u, =(1,2,0),u, = (0,-1,1),u; =(1,2,3)}









B = u 1 = ( 1 , 2 , 0 ) , u 2 = ( 0 , - 1 , 1 ) , u 3 = ( 1 , 2 , 3 ) { }

è una base di R3, calcolare le componenti del vettore v = (1,1,1) nella base B.

Q4) Sia [image: image4.emf]f.

‘R?

—
R2









f : R 3 ® R 2

un’applicazione lineare e sia [image: image5.emf]O -
—

—









A = 1 1 0 1 2 1 æ è ç ö ø ÷

 la matrice ad essa associata rispetto alle basi canoniche.

(a) Calcolare l’pplicazione f;
(b) Calcolare una base e la dimensione di Im(f);
(c) Calcolare una base e la dimensione di ker(f);
(d) Dire se f è surgettiva, ingettiva, bigettiva.
Q5) Data la conica di equazione x2 + 2xy - y2 - 1 = 0,
(a) Classificare la conica,
(b) Determinare la sua equazione canonica.
Q6) Scrivere le equazioni della retta r passante per P(1,-1,2) e perpendicolare al piano  [image: image6.emf]m:2x-y-z=0









p : 2 x - y - z = 0

e calcolare la distanza di P da [image: image7.emf]








p

.

Soluzione

Q1) 
a) Se[image: image8.emf]AeEM

n.n









A Î M n , n

, si dice che [image: image9.emf]AER









l Î R

è un autovalore di A se 
[image: image10.emf]IXEM,3'A- X=AX.









$ X Î M n ' ' A × X = l × X .


b) Se [image: image11.emf]AEM, AXEM,









A Î M n , n Ù X Î M n

, si dice X è un autovettore di A se [image: image12.emf]dJAER3A-X=A-X.









$ l Î R ' ' A × X = l × X .


Q2) Siano
[image: image13.emf]








A = 1 - 1 0 0 1 1 æ è ç ö ø ÷ , B = 1 1 0 1 1 0 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ , C = 2 - 2 - 1 1 æ è ç ö ø ÷

.

Si ha:

[image: image14.emf]1+0+0 1-1+40
0+0+1 O0+1+0









A × B + C T = 1 - 1 0 0 1 1 æ è ç ö ø ÷ × 1 1 0 1 1 0 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ + 2 - 1 - 2 1 æ è ç ö ø ÷ = 1 + 0 + 0 1 - 1 + 0 0 + 0 + 1 0 + 1 + 0 æ è ç ö ø ÷ + 2 - 1 - 2 1 æ è ç ö ø ÷ = 1 0 1 1 æ è ç ö ø ÷ + 2 - 1 - 2 1 æ è ç ö ø ÷ =


[image: image15.emf]








= 3 - 1 - 1 2 æ è ç ö ø ÷ .


Q3) Sia [image: image16.emf]B={u, =(1,2,0),u, = (0,-1,1),u; =(1,2,3)}









B = u 1 = ( 1 , 2 , 0 ) , u 2 = ( 0 , - 1 , 1 ) , u 3 = ( 1 , 2 , 3 ) { }

e sia A la matrice avente per righe le componenti dei vettori u1, u2, u3:
[image: image17.emf]








A = 1 2 0 0 - 1 1 1 2 3 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷

.
Poiché

[image: image18.emf]








a 1 1 = 1 ¹ 0 a 1 2 , 1 2 = 1 2 0 - 1 = - 1 ¹ 0 a 1 2 3 , 1 2 3 = 1 2 0 0 - 1 1 1 2 3 = - 3 ¹ 0


[image: image19.emf]=rang(A)=3=









Þ r a n g ( A ) = 3 Þ

 u1, u2, u3 sono L.I. e quindi [image: image20.emf]B={u, =(1,2,0),u, = (0,-1,1),u; =(1,2,3)}









B = u 1 = ( 1 , 2 , 0 ) , u 2 = ( 0 , - 1 , 1 ) , u 3 = ( 1 , 2 , 3 ) { }

è una base di R3.

Calcoliamo, ora, le componenti del vettore v = (1,1,1) rispetto alla base B:

[image: image21.emf]h+/=1
v =hu, +ku, +lu, = (1,1,1) = (h,2h,0)+ (0,-k,k)+ ((,20,30) = (h+ {,2h -k + 20,k +30) = 2h -k +2/=1=
k+3/=1









v = h u 1 + k u 2 + l u 3 Þ ( 1 , 1 , 1 ) = ( h , 2 h , 0 ) + ( 0 , - k , k ) + ( ℓ , 2 ℓ , 3 ℓ ) = ( h + ℓ , 2 h - k + 2 ℓ , k + 3 ℓ ) Þ h + ℓ = 1 2 h - k + 2 ℓ = 1 k + 3 ℓ = 1 ì í ï î ï Þ


[image: image22.emf]h=1-/ h=1
=2-20-k+2/=1=k=1=k=1=v=(1,1,0)
143/=1=/¢=0 {=0









Þ h = 1 - ℓ 2 - 2 ℓ - k + 2 ℓ = 1 Þ k = 1 1 + 3 ℓ = 1 Þ ℓ = 0 ì í ï î ï Þ h = 1 k = 1 ℓ = 0 ì í ï î ï Þ v = ( 1 , 1 , 0 )


Queste sono le componenti di v nella base B.

Q4) 
a) Sia [image: image23.emf]f.

‘R?

—
R2









f : R 3 ® R 2

l’applicazione lineare avente per matrice associata 
[image: image24.emf]O -
—

—









A = 1 1 0 1 2 1 æ è ç ö ø ÷


Le equazioni di f sono:

[image: image25.emf]N =

1

X+Yy

X+2y+7

-

X'=x+y

V'=x+2y+z2









X ' = A × X Þ x ' y ' æ è ç ç ö ø ÷ ÷ = 1 1 0 1 2 1 æ è ç ö ø ÷ × x y z æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ = x + y x + 2 y + z æ è ç ç ö ø ÷ ÷ Þ x ' = x + y y ' = x + 2 y + z ì í î


Pertanto, [image: image26.emf]f
‘R’
R*>
'Y(x,y
,I)ER
3
f(xy
,2)=(
X
+
v, x+2
y+2).









f : R 3 ® R 2 ' ' " ( x , y , z ) Î R 3 : f ( x , y , z ) = ( x + y , x + 2 y + z ) .


[image: image27.emf]Vu=(x,y,z)€R3 fw)=f(x,y,20)=x+y,x+2y+2)=(x,x)+(»,2y)+(0,2) = x(1,1)+ y(1,2) + z(0,1) =









" u = ( x , y , z ) Î R 3 : f ( u ) = f ( x , y , z ) = ( x + y , x + 2 y + z ) = ( x , x ) + ( y , 2 y ) + ( 0 , z ) = x ( 1 , 1 ) + y ( 1 , 2 ) + z ( 0 , 1 ) Þ


[image: image28.emf]= Im(f) = L(u, = (1,1),u, = (1,2),u5 = (0,1))









Þ I m ( f ) = L ( u 1 ' = ( 1 , 1 ) , u 2 ' = ( 1 , 2 ) , u 3 ' = ( 0 , 1 ) )

.

Poiché [image: image29.emf]U, =u — U,









u 3 ' = u 1 ' - u 2 '

, i tre vettori sono L.D. 

Una base di Im(f) è 

[image: image30.emf]Blm(f) {ul’uz}









B I m ( f ) = u 1 ' , u 2 ' { }


e la dimensione è

dim Im(f) = 2.

[image: image31.emf]Vi = . -
u (x,y,z)Eker(f).f(u)=f(x,y,z)=(0’0):(x+y’x+2y+z)=(0,0)${x+y—0 N
x+2y+z=0









" u = ( x , y , z ) Î k e r ( f ) : f ( u ) = f ( x , y , z ) = ( 0 , 0 ) Þ ( x + y , x + 2 y + z ) = ( 0 , 0 ) Þ x + y = 0 x + 2 y + z = 0 ì í î Þ


[image: image32.emf]y=_
=X

o = VYuecker(f):u=(x,—x,x)=x(1,-1,1)=ker(f) = L(u=(1,-1,1))









Þ y = - x x - 2 x + z = 0 ì í î Þ y = - x z = x ì í î Þ " u Î k e r ( f ) : u = ( x , - x , x ) = x ( 1 , - 1 , 1 ) Þ k e r ( f ) = L ( u = ( 1 , - 1 , 1 ) )


Pertanto, una base di ker(f) è

[image: image33.emf]Bker(f) = {(1’_1’1)}









B k e r ( f ) = ( 1 , - 1 , 1 ) { }


e la dimensione di ker(f) è dim ker(f) = 1.

b) Poiché dim Im(f) = 2 = dim R2 [image: image34.emf]=Im(f)=R>=









Þ I m ( f ) = R 2 Þ

f è un’applicazione surgettiva e poiché ker(f) è diverso da [image: image35.emf]{0}









0 {}

, l’applicazione non è ingettive né bigettiva.
Q5)  

(a) E’ data la conica di equazione x2 + 2xy – y2 -1 = 0.

Le matrici associate alla conica sono:

[image: image36.emf]








A = 1 1 0 1 - 1 0 0 0 - 1 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ Ù A 0 0 = 1 1 1 - 1 æ è ç ö ø ÷

.

Poiché 

[image: image37.emf]det(A”) = =-1-1=-2<0










de t ( A 0 0 ) = 1 1 1 - 1 = - 1 - 1 = - 2 < 0


la conica è un’iperbole e poiché 

[image: image38.emf]=-1-1=-2<0

=1 -1 0

det(A)









de t ( A ) = 1 1 0 1 - 1 0 0 0 1 = - 1 - 1 = - 2 < 0


l’iperbole è non degenere.

(b) Calcoliamo l’equazione canonica.

[image: image39.emf]det(A® - AT) = = (1-A)1+A)=1=0=1-2>+1=0= A =22.

1-A 1
1 -1-4









de t ( A 0 0 - l I ) = 1 - l 1 1 - 1 - l = - ( 1 - l ) ( 1 + l ) - 1 = 0 Þ 1 - l 2 + 1 = 0 Þ l = ± 2 .


Per [image: image40.emf]








l = 2

, si ha:

[image: image41.emf]AOO.X=)L-X=>(1 1 ) x| ﬁx _ x+y=\/§x=> (1_J§)x+y=0:> y=(\5—1)x
1 -1 ){ 2y x-y=v2y |x=-++2)y=0 y=1+)i/§=(\/§_1)x









A 0 0 × X = l × X Þ 1 1 1 - 1 æ è ç ö ø ÷ × x y æ è ç ç ö ø ÷ ÷ = 2 x 2 y æ è ç ç ö ø ÷ ÷ Þ x + y = 2 x x - y = 2 y ì í ï î ï Þ ( 1 - 2 ) x + y = 0 x - ( 1 + 2 ) y = 0 ì í ï î ï Þ y = ( 2 - 1 ) x y = x 1 + 2 = ( 2 - 1 ) x ì í ï î ï


[image: image42.emf]=VXEV, ;:X=(x, 2-Dx)=x(,LV2-)=u =12 -1)









Þ " X Î V l = 2 : X = ( x , ( 2 - 1 ) x ) = x ( 1 , 2 - 1 ) Þ u 1 = ( 1 , 2 - 1 )

 è un autovettore di A00 associato all’autovalore [image: image43.emf]








l = 2

.
Per [image: image44.emf]








l = - 2

si ha:

[image: image45.emf]x )[ ~2x J:{xwhﬁx:{mmﬂpoz{y=—<ﬁ+l>x

Y —\/Ey X—y=—\/§y x—(l—\/a)y=0 y=1_x\/§=—(\/§+l)x









A 0 0 × X = l × X Þ 1 1 1 - 1 æ è ç ö ø ÷ × x y æ è ç ç ö ø ÷ ÷ = - 2 x - 2 y æ è ç ç ö ø ÷ ÷ Þ x + y = - 2 x x - y = - 2 y ì í ï î ï Þ ( 1 + 2 ) x + y = 0 x - ( 1 - 2 ) y = 0 ì í ï î ï Þ y = - ( 2 + 1 ) x y = x 1 - 2 = - ( 2 + 1 ) x ì í ï î ï


[image: image46.emf]=VXEV, ;:X=(x(~N2-Dx)=x(L,—V2-D)=u,=(1,~/2-1)









Þ " X Î V l = - 2 : X = ( x , ( - 2 - 1 ) x ) = x ( 1 , - 2 - 1 ) Þ u 2 = ( 1 , - 2 - 1 )

 è un autovettore di A00 associato all’autovalore [image: image47.emf]








l = - 2

.

Quindi, una base ortogonale di R2 è 

[image: image48.emf]B= {ul =2 -1)u, = (1,—\/5—1)}









B = u 1 = ( 1 , 2 - 1 ) , u 2 = ( 1 , - 2 - 1 ) { }


e una base ortonormale di R2 è 

[image: image49.emf]produ oL 2=l J_1}
RN 2\/_ 44227 4+22










B ' = u ' 1 = ( 1 4 - 2 2 , 2 - 1 4 - 2 2 ) , u ' 2 = ( 1 4 + 2 2 , - 2 - 1 4 + 2 2 ) ì í î ü ý þ

.

La matrice del cambiamento di base è

[image: image50.emf]1 1

4-22 4+22

C=

V2-1 —2-1
4-2J2 4+22










C = 1 4 - 2 2 1 4 + 2 2 2 - 1 4 - 2 2 - 2 - 1 4 + 2 2 æ è ç ç ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ ÷ ÷


e le formule del cambiamento di riferimento (formule di rotazione) sono

[image: image51.emf]1 1

x| | 4-2v2 44242 | [ &

y V2-1 —2-1 y'
4-22 4422

X=C-X'=

=










X = C × X ' Û x y æ è ç ç ö ø ÷ ÷ = 1 4 - 2 2 1 4 + 2 2 2 - 1 4 - 2 2 - 2 - 1 4 + 2 2 æ è ç ç ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ × x ' y ' æ è ç ç ö ø ÷ ÷ Þ

[image: image52.emf]1 . 1 |
X= x'+
PN MTCN
2-1 , 241
y= x'- y
4-227 4+2\2










x = 1 4 - 2 2 x ' + 1 4 + 2 2 y ' y = 2 - 1 4 - 2 2 x ' - 2 + 1 4 + 2 2 y ' ì í ï ï î ï ï

.

Sostituendo tali relazioni nell’equazione di partenza della conica, si ha:

[image: image53.emf]1, 1 ,)2 ( 1,1 ) V2 -1 o V241 ) (V21 241
X'+ y'| +2 X'+ y'|- x'- y
4-2J27 4+22 4202 T avad2 a2 ez 4-2J27 4422

2
') -1=0=

= ! x4 ! y'2+2x'y'+2 J2-1 x'z—\/z+1x'y'+\/§_1x'y'— 2+l y? |- (\/_ b” x?- (\/5+1) y"? —x‘y'l 0
(4-227"  @+2J2)7 8 (4-2+/2) 8 8 (4+2:/2) -2y @+’ a4

| 1 LI 22 - D \/§+1x,y,+\/§—1x,y, 2(J§+1) 3-242 e 3+242 ,2+1x,y, —0m
24-16J§ 24+16f 24 - 16\/_ 4 4 24+16J_ T2i6v2 . 24+1642°

1 2(f ) 3-2V2 1 22+ 3+242 +__\E+1+\E—1+lx, Cle0—
24-16v2  24-1642 24-1642) \24+16v2 2441692 24+1632 ) 4 FRY

1+2f 2- 3+2f 12f 2-3-242 prals V2 -1+4/2 -1+1 y_1=0m> 42 - D 42 +1) .

24-16+2 24 +16+/2 4 8(3- 2\/_) 8(3+2«/_)










1 4 - 2 2 x ' + 1 4 + 2 2 y ' æ è ç ö ø ÷ 2 + 2 1 4 - 2 2 x ' + 1 4 + 2 2 y ' æ è ç ö ø ÷ 2 - 1 4 - 2 2 x ' - 2 + 1 4 + 2 2 y ' æ è ç ö ø ÷ - 2 - 1 4 - 2 2 x ' - 2 + 1 4 + 2 2 y ' æ è ç ö ø ÷ 2 - 1 = 0 Þ Þ 1 ( 4 - 2 2 ) 2 x ' 2 + 1 ( 4 + 2 2 ) 2 y ' 2 + 2 8 x ' y ' + 2 2 - 1 ( 4 - 2 2 ) 2 x ' 2 - 2 + 1 8 x ' y ' + 2 - 1 8 x ' y ' - 2 + 1 ( 4 + 2 2 ) 2 y ' 2 æ è ç ö ø ÷ - ( 2 - 1 ) 2 ( 4 - 2 2 ) 2 x ' 2 - ( 2 + 1 ) 2 ( 4 + 2 2 ) 2 y ' 2 + 1 4 x ' y ' - 1 = 0 Þ 1 2 4 - 1 6 2 x ' 2 + 1 2 4 + 1 6 2 y ' 2 + 1 4 x ' y ' + 2 ( 2 - 1 ) 2 4 - 1 6 2 x ' 2 - 2 + 1 4 x ' y ' + 2 - 1 4 x ' y ' - 2 ( 2 + 1 ) 2 4 + 1 6 2 y ' 2 æ è ç ö ø ÷ - 3 - 2 2 2 4 - 1 6 2 x ' 2 - 3 + 2 2 2 4 + 1 6 2 y ' 2 + 1 4 x ' y ' - 1 = 0 Þ Þ 1 2 4 - 1 6 2 + 2 ( 2 - 1 ) 2 4 - 1 6 2 - 3 - 2 2 2 4 - 1 6 2 æ è ç ö ø ÷ x ' 2 + 1 2 4 + 1 6 2 - 2 ( 2 + 1 ) 2 4 + 1 6 2 - 3 + 2 2 2 4 + 1 6 2 æ è ç ö ø ÷ y ' 2 + 1 4 - 2 + 1 4 + 2 - 1 4 + 1 4 æ è ç ö ø ÷ x ' y ' - 1 = 0 Þ Þ 1 + 2 2 - 2 - 3 + 2 2 2 4 - 1 6 2 x ' 2 + 1 - 2 2 - 2 - 3 - 2 2 2 4 + 1 6 2 y ' 2 + 1 - 2 - 1 + 2 - 1 + 1 4 x ' y ' - 1 = 0 Þ 4 ( 2 - 1 ) 8 ( 3 - 2 2 ) x ' 2 - 4 ( 2 + 1 ) 8 ( 3 + 2 2 ) y ' 2 = 1 Þ


[image: image54.emf]X y
- -1
- 23-242) 2(3+2v2)
J2-1 J2 +1










Þ x ' 2 2 ( 3 - 2 2 ) 2 - 1 - y ' 2 2 ( 3 + 2 2 ) 2 + 1 = 1 .


Q6) I parametri di giacitura del piano [image: image55.emf]








p

 sono a = 2, b = -1, c = -1. 
Poiché la retta r è perpendicolare al piano [image: image56.emf]








p

, essa ha parametri direttori 
l = a = 2, m = b = -1, n = c = -1.

Quindi, le equazioni cartesiane della retta r passante per P(1, -1, 2) e perpendicolare a [image: image57.emf]








p

 sono

[image: image58.emf]x-1_ y+l _Z—2© x+2y+1=0
2 -1 -1 x+2z-5=0









x - 1 2 = y + 1 - 1 = z - 2 - 1 Û x + 2 y + 1 = 0 x + 2 z - 5 = 0 ì í î


La distanza di P da [image: image59.emf]








p

 è:

[image: image60.emf]2-1-1-D-1-2_ 1
Ja+1+1 J6'

d(P,m)=









d ( P , p ) = 2 × 1 - 1 ( - 1 ) - 1 × 2 4 + 1 + 1 = 1 6 .
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